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OZETCE

01 normuna baglh diizenlemeler, ‘seyrek’ isaretlerin onarimi,
geri catini gibi problemlerde siklikla kullaniimaktadir. Fakat
sadece seyrek olmayp daha karmasik yapilar barindiran
isaretler soz konusu oldugunda £1 normu yeterli olamamak-
tadir. Bu gozlemden yola ¢ikarak, bu makalede (1 ve {2 norm-
larimin konveks bilesimlerini inceliyoruz. Basit bir giiriiltii gi-
derme diizenlemesinden de yararlanarak problemin ¢oziimiine
geometrik bir bakis getiriyoruz. Bu bakigin bahsi gecen norm-
lara bagl diizenlemelere 151k tutmasini umuyoruz.

ABSTRACT

Formulations based on the {1 norm are widely used for the
restoration and/or reconstruction of ‘sparse’ signals. However,
the {1 norm does not provide a rich enough model for signals
that are not only sparse but also host more complex structures.
Based on this observation, we investigate convex combinations
of {1 and €2 norms. Employing a simple denoising formula-
tion, we provide a geometric interpretation for the solution of
the problem. We hope that this interpretation sheds light on
formulations based on norms of the mentioned kind.

1. GIRIS

Giiriiltii giderme, isaret onarimi gibi problemlerde ¢; nor-
muna dayali diizenlemeler olduk¢a sik kullanilmaktadir. Ener-
jinin sabit oldugu halde, ¢; normunun kii¢iik olmasi, igaretin
‘seyrekligi’ icin uygun bir ol¢ti olmakla birlikte, karmagik
yapidaki isaretler icin yetersiz kalmaktadir. Bu makalede ¢;
ve ¢ normlarinin konveks bilesimlerinden olusan norm ailesini
inceleyecegiz. Amacimiz, bu norm ailesinin nasil davrandigini
basit bir diizenleme ¢ercevesinde daha iyi anlayabilmek.

Soyle bir senaryo diigiinelim : ‘z’ goriintiilemek istedigimiz
‘seyrek’ nesne, ‘y’ de ‘x’e dair giirtiltiilii gézlemlerimiz olsun.
Bu durumda sikga kullanilan bir diizenleme

1
J(t) = 5y =tz + Alltlls M
ceza fonksiyonunu kullanip ‘z’i,

Z = argmin J(t) )
t

seklinde kestirmeyi onerir. Bu makalede J(-) fonksiyonunu
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Sekil. 1: Cesitli normlarin birim toplar1. Ust panel : ¢; normu
ve (6)’da tanimlanan ¢> ; normu. Alt panel : o = 0.7, ve o =
0.51i¢in @41 + (1 — «) 2 normlari.

seklinde degistirip, kestirmeyi

%o = argmin J(t) “4)
t

olarak yapmanin sonucu nasil degistirecegini inceleyecegiz.
Bilindigi gibi ¢ normuna dayali (1) gibi ceza fonksiyon-
larina bagh kestirmeler seyrek olmaktadir'. Bu, bazi prob-
lemler icin arzulanan bir 6zellik olmasina ragmen, x;’lerin
birbiriyle ilintili (correlated) oldugu durumlarda sonuglarin
gercekten uzak olmasina da yol acabilmektedir. Bu gibi

"Her ne kadar ‘seyrekligin’ dogal tanimi £y seyreklik sayist (spar-
sity count) iizerinden yapilsa da bu fonksiyonel digbiikey olmadig:
i¢in, bu sayidan tiiretilen diizenlemeler de digbiikey olmamaktadir. ¢1
normu, £p sayisina bir anlamda ‘en yakin’ norm olmanin yani sira 1
normundan tiiretilen diizenlemelerin ¢6ziim kiimeleri, gerekli kosullar
saglandiginda £p sayisina dayanan diizenlemelerin ¢6ziim kiimelerine
denktir.



durumlarda degiskenlerin bir ¢esit komsuluk iligkisine bagl
gruplar olusturmasina izin vermenin ve seyrekligi grup se-
viyesinde sart kosmanin daha uygun oldugu iddia edilmisgtir [5].
Ornegin Kowalski ve Torrésani, [5]’te £ normu yerine karisik
(‘mixed’) normlar kullanmay1 6nermislerdir. ¢ ; karisik normu
degiskenlerden G, = {2y (1), Tn(2), - - - Tn(v) } gibi ‘K tane
grup olusturuldugu halde
K

21 =Y [|Gull2 )

n=1
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olarak tanimlanmigtir. Burada herbir grubun {2 normunun
kullanilmasi, grup icerisinde seyreklik kisitlamasini ortadan
kaldirmaktadir. Buna basit bir 6rnek, ii¢ degiskenli (z =
{z1,z2,z3}) bir durum i¢in

lellon = (/o2 + a3+ /ot + o2 4\ [a3 423 (6
seklinde verilebilir. Bu normun (normalize edilmig) birim
topu Sekil 1’de gosterilmistir.  ¢; normunun birim top-
uyla karsilastirildiginda ¢2; normunun korelasyonu diisiik
degiskenler iizerinde seyreklestirici (‘kutuplardaki koselerin’
sert olmasindan dolay1), korelasyonu yiiksek degisken gru-
plarinda ise korelasyon yapisin1 muhafaza edici (‘kutu-
plardan’ uzakta /¢2 Dbirim topuna benzerlik) Ozelligi bu-
lundugu sdylenebilir. ¢ ; normunun bir dezavantaji seyreklik
ozelliginin etkisini kontrol eden bir parametre bulunmamasidir.
Makalede inceleyecegimiz ¢; ve ¢2 normlarinin konveks kom-
binasyonlarindan olusan norm ailesinin tanimindaki o parame-
tresi tam da bu acidan esnek bir yap1 saglamaktadir. Bu du-
rum Sekil 1°de gosterilmeye caligilmistir. o parametresi sifira
yaklastikca o £1 4 (1 — @) £ seklinde tanimlanan normun birim
topu £2 normunun birim topuna yakinsayacaktir.

Not 1 /1 ve {2 normlarvmin birim toplart B1 ve Bs olarak
ifade edildigi halde oty + (1 — «) €2 normunun birim topu
aBi + (1 — «) Bs degildir.  Fakat bu tip bir iligki norm-
lanin “dual’ toplar arasinda bulunmaktadir. Izleyen boliimde
bu iligkiden faydalanarak problemin ¢oziimiinii bulmak icin bir
yontem gelistirecegiz.

2. ‘DUAL’ PROBLEM

Tahmin edilebilecegi gibi o parametresi sifira yaklastikca 2o
seyreklik oOzelligini yitirecektir. Bunu daha net bir gekilde
gorebilmek i¢in problemi biraz doniistiirecegiz. Bunun igin
konveks analizden birka¢ tanim ve sonuca ihtiyacimiz olacak
(konveks analiz hakkinda kapsamli bir kaynak i¢in bkz. [4]).

Tammm 1 C' C R"™ digbiikey bir kiime olsun. x© € R" icin
oc(x) = sup,egn (2, ) seklinde tanumlanan fonksiyona C
kiimesinin ‘dayanak’ (support) fonksiyonu denir.

R™ iizerinde tanimli herhangi bir normu uygun bir C'
kiimesinin dayanak fonksiyonu olarak ifade edebiliriz. Ornegin,
bu makalede ilgilendigimiz ¢; normu,

|1l = sup (z,-) = 0B () @
lz;|<1
seklinde ifade edilebilir. Burada Boo = {z € R™ : |z;| < 1},
{~ normunun birim topunu temsil etmektedir. Benzer sekilde,
B, ¢2 normunun birim topu oldugu halde || - |2 = oB, ()
denkligi de gosterilebilir.

A
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Sekil. 2: A = ligin ‘B® = o Boo + (1 — ) B2’ kiimesi. Kiime,
kenarlar1 20 uzunlugundaki bir kare iizerinde yaricapr 1 — «
olan bir dairenin gezdirilmesiyle olusturulabilir. B digindaki
beyaz alanlarda yer alan vektorlerin B*’ya izdiisimii seyrek
olurken, gri alanlardaki vektorlerin izdiistimii seyrek degildir.

Normlara dayanak fonksiyonu olarak bakmak istemem-
izin nedeni problemi basit bir sekilde ¢ozebilecegimiz hale
getirmemize yardimci olmalaridir.  Bunun icin iki sonuca
ihtiyacimiz olacak. Birincisi,

Onerme1 C ve D, R® icinde disbiikey kiimeler, A\ da bir
skaler olsun. Bu durumda asagidaki denklikler saglanir.
(@) Aoo(-) =oxc()
(b) oc(-) +on() =ocp(’)
Ikincisi ise,
Onerme2 C C R" kapali digbiikey bir kiime ve Pc(:), C
kiimesine izdiisiim operatorii olsun.
1
x = argmin §Hy*t||§+0c(t) (8)

t
ise,

z=y—Po(y) ©))

esitligi saglanir.

Not 2 (a) Onerme 1, Tamum 1 kullanilarak gosterilebilir.

(b) Onerme 2 konveks analiz yontemleriyle kisa bir kamta
sahip olmakla birlikte (bkz.  [2]), basit fakat biraz
dolambagli bir sekilde de gosterilebilir. Yer darligindan
dolayi bahsettigimiz basit kaniti veremiyoruz.

Onerme 1’i kullanarak (3)’teki J.(-) fonksiyonunu, K
kiimesi
K =X aBx + (1 —a)Bs) (10)

olarak tanimlandig1 halde,

1
Ja(t) = 5 lly =tz + ox () (1)



gibi yazabiliriz. Bu sayede, Onerme 2’den faydalanarak (4)’teki
Ta'yl
Ta =y —Px(y) (12)
seklinde niteleyebiliriz. Problemin ¢6ziimii i¢in yapmamiz
gereken sey, P (+) operatoriinii gerceklestirmektir.
Oncelikle (10)’da tamimlanmis K kiimesine daha yakindan
bakalim. Buradaki toplamdan kasit tam olarak,

K ={z:3u/(A@) € Beo, v/(A(1—)) € By, ki z=u+v}.

(13)
Bu kiime A = 1 oldugu halde R? igin Sekil 2°de gsterilmistir.
Bu kiimeye B* diyelim. Yine R? iizerinden devam eder-
sek, elimizde y = {y1,y2} gibi bir vektor varsa yapmamiz
gereken y’nin B*’ya izdiigtimiinii bulmaktir. P, olarak ifade
edecegimiz bu izdiigiimii kolayca elde edebiliriz :

(1) y noktasinin aBo, lizerine izdiigiimiinii bulup buna poo
diyelim.

(2) (y — poo) noktasinin (1 — ) By lizerine izdiigiimiinii bulup
buna p> diyelim.

(3) Py =p1+ p2.

Bu yontem Sekil 3’te gosterilmistir.

Not 3 (a) Yontemin gercekten de izdiigiim noktasini buldugu
y — Py vektoriiniin B kiimesinin P, noktasindaki tan-
jantina (ki bu durumda tek bir tanjant vardir) dik oldugu
gosterilerek yapilabilir.

(b) Genelde iki kiime toplamina izdiigiimii hesaplamak icin,
tartigtigumiz yontemin adimlarim tekrarlamak gerekmekte-
dir (bkz. [1]). Fakat buradaki dzel durumda yinelemeye
ihtiya¢ kalmanustir.

Bu yontemden faydalanarak, (4)’teki problemin ¢oztimiinii
(ki (y — P,) oldugunu biliyoruz) su sekilde ¢ikarabiliriz.

Onerme 3 Ja(+) ve &, (3) ve (4)’teki gibi tamimlanms olsun.

z = soft(y, A a) (14)
= sign(y) - max {(Jy| — Aa),0} (15)

oldugu halde
fo = ﬁ - max {0, (lzs = A(1—a))}  (16)

denkligi saglanir.

‘o’ Parametresinin Seyreklik Uzerine Etkisi

Onerme 3’e gore &’y1 hesaplarken ilk adimda uygulanan
‘soft thresholding’ isleminin seyreklestirici bir etkisi vardir.
R?’yi diisiinecek olursak, 1 ve yo gozlemlerinin birbiriyle
ilintisinin ‘yiiksek olmadig1® durumlarda (Sekil 2°de B*’nin
disinda kalan beyaz alan) ¢oziim vektdriiniin sadece bir tane
stfirdan-farkli bileseni olacaktir. y: ve yo’nin birbiriyle il-
intisinin ‘yiiksek oldugu’ durumlarda ise (Sekil 2°de B*’nin
diginda kalan gri alan) ¢oziim vektoriiniin her iki bileseni de
stfirdan farkli olacaktir. o parametresi, ilintinin tam da ne za-
man yiiksek sayilacagini belirler (bkz. Sekil 2).

Problemin ‘Elastik Ag’ ile Iligkisi

Makalede inceledigimiz (3)’teki ceza fonksiyonu, Zou ve
Hastie’nin 6nerdigi ‘Elastic Net’ ceza fonksiyonuyla yakindan

>

Sekil. 3: y noktasinin Sekil 2’deki kiimeye izdiistimiiniin bulun-
mast. y— P, vektorii, kiimenin P, noktasindan gecen tanjantina
diktir.

iligkilidir (bkz. [7]). Elastic Net ceza fonksiyonu
L1, Aoy t) = [ly = At + A It + Az I3 (A7)

seklindedir. L(A1, A2,t) ceza fonksiyonunu minimize eden i
degeri ise A = I igin (ki yazarlar tarafindan ‘naive elastic net
estimate’ olarak adlandirilmigtir)

soft(y, \1/2)

t=
1+ Ao

(18)
olarak bulunmustur.

Elastic Net problemi uygun A1 ve A2 degerleri i¢in A =
I oldugu durumda (3)’teki ceza fonksiyonunu minimize etm-
eye denktir. Genelde, bahsettigimiz uygun A, A2 degerlerini
bulmak kolay olmasa da bu durumda (18) ve Onerme 3’ii
karsilagtirarak
_ A(l—a)
T || soft(y, Aa)|| — A(1 — )
oldugu goriilebilir. Bu makaledeki incelememizin bu denklik-
ten yararlanarak ‘Elastic Net’ temelli yontemlere de farkli bir
bakisg agis1 getirecegini umuyoruz.

A1 =2 o, A2 (19)

3. DENEYLER VE TARTISMA

Sekil 5(a)’da tipik bir kismu gosterilen bir isaret diisiinelim®.
Bu isaretin az sayidaki sifirdan farkli Orneginin kiimeler
halinde dbeklendigini, dolayisiyla ‘Girig’te tartistiimiz modele
uydugunu soyleyebiliriz. Bu isarete bir miktar giiriiltii ekley-
erek elde edilen, Sekil 5(b)’de gosterilen isaret de ‘Gozlem’
isaretimiz olsun (yani (3)’teki y isareti — SNR = 10dB). Bu
gozlem isaretini kullanarak cesitli o degerleri icin (4)’teki £’ y1
hesapladik. Sekil 4’te degisen SNR’1n farkli o degerleri icin
A’ya bagh degisimi gosterilmektedir. Genel olarak, o degeri
azaldik¢a (o = 1, ¢; normunu vermektedir) SNR egrisinin
yumugayarak otelendigini ve en yiiksek SNR degerinin fa-
zla olmasa da bir miktar diistiigiinii gozlemledik. En yiiksek
SNR degerinin « arttik¢a diigmesi her ne kadar beklemedigimiz

2[saret, bir konusma isaretinin rasyonel genlesmeli dalgacik altbant-
larindan birisidir.
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Sekil. 4: Farkli o degerleri icin SNR’m A\’ya baglh degisimi.
Soldan saga, sirayla « = 1 (yani ¢1), « = 0.7 ve @ = 0.5
secimlerinin verdigi egriler gosterilmistir.

(ve arzu etmedigimiz) bir sonug olsa da, egrinin yumusayarak
A’ya daha az bagimli hale gelmesinin de ilging oldugunu
diigiiniiyoruz. Bu tip problemlerde en iyi A\’nin se¢ilmesinin
her zaman miimkiin olmadig1 g6z 6niinde bulundurulursa bu
ozelligin 6nem kazanabilecegini syleyebiliriz.

Degisen « degerleri i¢in &, nin davranigi ise bekledigimiz
yonde gergeklesmistir. & = 1 (¢1 normu) ve « = 0.5 i¢in bulu-
nan 2, ’lar Sekil 5(c) ve (d)’de goriilebilir. Bu iki isaret orijinal
isareti kestirmede farkli agilardan basarili olmustur. ¢; normuna
bagli isaret, orijinal isaretin sifira yakin kesimlerini daha iyi be-
lirlerken 0.5¢; + 0.5¢2 normuna bagl isaret orijinal igaretin
sifirdan farkli oldugu bolgelerde daha iyi bir kestirim yapmustir.
Bu fark Sekil 5(e)’de daha agik bir sekilde goriilebilir.

4. SONUC

Bu calismada isaret islemede seyreklik diizenlemesinin
bagarimini iyilestirmek ig¢in ¢; ve {2 normlarmin kon-
veks bilesimlerini inceledik.  Basit bir ‘giiriilti giderme’
formiilasyonunun ‘dual’ probleminin basit bir geometrik yorum
ve gerceklemesi kolay, tek adimlik bir ¢oziime sahip oldugunu
gosterdik. Bu ¢oziimiin problemin yakin iligki i¢inde bulundugu
‘Elastic Net’ problemini de anlamakta fayda saglayacagini
diisiiniiyoruz. Inceledigimiz problem her ne kadar ‘giiriiltii gi-
derme’ diizenlemesine sahip olsa da,

= 1
Jo(®) = by = At (allls + (1= @) ela) @0)

tipi daha genel diizenlemelerde de ‘Majorization Minimiza-
tion’ gibi teknikler sayesinde (bkz. [3]) iteratif algoritmalarin
icerisine de yerlestirilebilir.

Makalede ele almadigimiz bir konu ise a ve A
parametrelerinin se¢imi ile ilgiliydi. Elimizde bu parame-
trelere baglh tek adimlik bir fonksiyon oldugunu da goz
onilinde bulundurdugumuzda ‘Stein’s Unbiased Risk Estima-
tor’ (SURE) temelli (bkz. [6]) yontemlerin kullanilabilecegini
sOyleyebiliriz.  Bu problemi yakin gelecekte ele almay1
planliyoruz.
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